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ΤΑΞΗ: 3
η
 ΤΑΞΗ ΕΠΑ.Λ. (Β΄ ΟΜΑ∆Α) 

ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

 

Ηµεροµηνία: Κυριακή 3 Μαΐου 2015 

∆ιάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες 

 

 

ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 
 

ΘΕΜΑ Α 

Α.1. Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σ’ ένα διάστηµα ∆ και 
0
x  ένα εσωτερικό 

σηµείο του ∆. Αν η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο 
0
x  και είναι 

παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό, τότε: 

( )0f x 0′ =  

Μονάδες 8 

Α.2. Να διατυπώσετε το θεώρηµα Rolle και να δώσετε την γεωµετρική ερµηνεία. 

Μονάδες 4 

Α.3. Πότε η ευθεία y = ℓ  λέγεται οριζόντια ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης 

της συνάρτησης f στο +∞ ; 

Μονάδες 3 

Α.4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας, 

δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η 

πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασµένη: 

i) Οι εικόνες των µιγαδικών αριθµών z και z  στο µιγαδικό επίπεδο είναι 

σηµεία συµµετρικά ως προς τον άξονα των πραγµατικών αριθµών xx′ . 

Μονάδες 2 

ii) Η συνάρτηση ( )f x x=  είναι παραγωγίσιµη στο [ )0,+∞ . 

Μονάδες 2 

iii) Αν µια συνάρτηση f είναι κοίλη σ’ ένα διάστηµα ∆, τότε η εφαπτοµένη της 

γραφικής παράστασης της f σε κάθε σηµείο του ∆ βρίσκεται ″πάνω″ από τη 

γραφική της παράσταση, µε εξαίρεση το σηµείο επαφής τους. 

Μονάδες 2 
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iv) Αν µια συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής στο διάστηµα 

[ ],α β  τότε το σύνολο τιµών της στο διάστηµα αυτό είναι το διάστηµα 

[ ]( ) ( ) ( )f α,β = f β ,f α   . 

Μονάδες 2 

v) Αν ( )
0

x x

lim f x 0
→

=  τότε ισχύει 
( )0

x x

1
lim

f x→

= −∞  

Μονάδες 2 

 
ΘΕΜΑ Β 

∆ίνονται οι µιγαδικοί αριθµοί z και w για τους οποίους ισχύουν: 

• 

2 299 100

1 i 3 1 i
z z 4

2 2

 − + 
+ + − =   

  
 και 

• 2w z 2z w 4 0⋅ − − + =

 
 

Β.1. Να δείξετε ότι ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών z στο µιγαδικό 

επίπεδο είναι ο κύκλος (C) µε κέντρο Ο(0,0) και ακτίνα 1. 

Μονάδες 8 

Β.2. Να δείξετε ότι w 2=
 

Μονάδες 6 

B.3. Έστω 
1 2 3
z ,z ,z  µιγαδικοί αριθµοί µε εικόνες στο µιγαδικό επίπεδο τα σηµεία Α, 

Β και Γ αντίστοιχα. Αν οι εικόνες των σηµείων Α, Β και Γ ανήκουν στον 

κύκλο (C) τότε να δείξετε: 

i.  ότι ο αριθµός 1 2 3 1 2 2 3 3 1

1 2 3

z z z z z z z z z
t

1 z z z

+ + + + +
=

+

 είναι πραγµατικός. 

Μονάδες 6 

ii.  ισχύει 1

2

1 z w
3

3 w z

−
≤ ≤

−
 

Μονάδες 5 
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ΘΕΜΑ Γ 

∆ίνονται οι συναρτήσεις ( )f : 1,− +∞ →R  και ( )G : 1,− +∞ →R  για τις οποίες 

ισχύουν 

• Η f είναι παραγωγίσιµη για κάθε x 1> −  

• ( )f 0 2=  

• ( ) ( ) ( )
1

f x f x ln x 1 3
x 1

′ − = − + −
+

, για κάθε x 1> − . 

• ( )
( ) ( )

x

2 f x ln x 1
G x

x e 1

− + +

=

⋅ +

, για κάθε x 1> − . 

Γ.1. Να δείξετε ότι ( ) ( )x

f x 3 e ln x 1= − + +
, 

για κάθε x 1> − . 

Μονάδες 6 

Γ.2. α. Να δείξετε ότι η εξίσωση  

( )x

e ln x 1 3− + =  

έχει ακριβώς δύο ετερόσηµες ρίζες 
1 2
,ρ ρ  στο διάστηµα ( )1,− +∞ . 

Μονάδες 5 

β. Να δείξετε ότι η εξίσωση  

( ) x 3
3 ln x 1 e x+ + = +α  µε α∈R  

έχει µια τουλάχιστον λύση στο διάστηµα [ ]1 2
,ρ ρ . 

Μονάδες 5 

γ. Να λύσετε την ανίσωση ( ) x 1
ln ln x 1 e ln x x

−

+ + > + , για κάθε x > 1. 

Μονάδες 4 

Γ.3. Να δείξετε ότι υπάρχει µοναδικός πραγµατικός αριθµός 
0

x 1> −  τέτοιος ώστε 

η συνάρτηση G να παρουσιάζει στη θέση 
0
x  τοπικό µέγιστο και ισχύει η 

σχέση 
0

x

0
e x 2= +  

Μονάδες 5 
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ΘΕΜΑ ∆ 

Θεωρούµε τη συνάρτηση f, παραγωγίσιµη για κάθε [ )x 0,∈ +∞  και τις συναρτήσεις Η 

και G για τις οποίες ισχύουν: 

• ( )f 0 1= , 

• ( ) ( )2x
H x e f x= ⋅ , γνησίως αύξουσα για κάθε [ )x 0,∈ +∞

 
 

• ( ) ( )
x

x

0

G x e f t dt= ∫  για κάθε [ )x 0,∈ +∞
 
 

Να δείξετε ότι: 

∆.1. α. η συνάρτηση G είναι κυρτή. 

Μονάδες 4 

β. ( ) ( )x G x x G x′< < ⋅ , για κάθε ( )x 0,∈ +∞
 
και 

Μονάδες 3 

γ.
 

( )
( ) ( )

0

1

0 0

x

G 1 x G x
G x dx

2

− ⋅

<∫ , όπου ( )0
x 0,1∈ . 

Μονάδες 3 

∆.2. Αν ( )
2015

f 0
3

′ =
 
τότε να βρείτε το όριο 

   

( )
x

2

0

x 0

x f t dt x

lim
x x→

⋅ −

− ηµ

∫
 

Μονάδες 5 

∆.3. Να δείξετε ότι ισχύει  

( ) ( ) ( ) ( )
x 2 x 1

x 1 x

G x 1 G t dt G x 2 G t dt

+ +

+

+ + < + +∫ ∫ , για κάθε ( )x 0,∈ +∞ . 

Μονάδες 5 

∆.4. Αν επί πλέον η f ′  είναι συνεχής στο [ )0,+∞ , η γραφική παράσταση της 

συνάρτησης F µε τύπο ( ) ( )
x

t

0

F x e f t dt′= ⋅∫  διέρχεται από το σηµείο 

( )( )A 1,e f 1 2⋅ −

 
και Ε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την 

γραφική παράσταση της G, την εφαπτοµένη της στο σηµείο ( )( )O 0,G 0  και 

την ευθεία x 1=  τότε να δείξετε ότι 
( )2G 1 3

E
2

−

= . 

Μονάδες 5 


