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ΤΑΞΗ: Γ΄  ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗ: ΘΕΤΙΚΗ & ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗ 

ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

 

Ηµεροµηνία: ∆ευτέρα 5 Ιανουαρίου 2015 

∆ιάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες 

 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ Α 

ΑΑ11..   Έχουµε: 

1 2 1 2

2 2 2

1 2 1 2

| | | | | |

| | | | | |

z z z z

z z z z

⋅ = ⋅ ⇔

⋅ = ⋅ ⇔  

1 2 1 2 1 1 2 2
( )( )z z z z z z z z⇔ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅  

1 2 1 2 1 1 2 2
z z z z z z z z⇔ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅  που ισχύει. 

 

ΑΑ22..   Η f ονοµάζεται γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα ∆  του πεδίου ορισµού της , 

όταν για οποιαδήποτε 
1 2
,x x ∈∆  µε 

1 2
x x<  ισχύει: 

1 2
( ) ( ).f x f x>  

 

ΑΑ33..    

Μια συνάρτηση f (θα λέµε ότι) είναι συνεχής 

σε ένα κλειστό διάστηµα [ , ]α β , όταν: 

• είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του ( , )α β  

και επιπλέον είναι συνεχής στα άκρα, 

δηλαδή 

• lim ( ) ( )
x

f x f
α

α
+

→

=  και lim ( ) ( )
x

f x f
β

β
−

→

=   

 

 y 

 [  ] 
 O 

 β  a  x 

 

ΑΑ44..  �  

α.  Λάθος  
 

β.  Σωστή  
 

γ.  Λάθος 
 

δ.  Σωστή 

ε.  Λάθος 
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ΘΕΜΑ Β 

Β 1. Για να έχει νόηµα πραγµατικού αριθµού η συνάρτηση ( ) lng x x= −

 
πρέπει 

0x > , έτσι προκύπτει ότι το πεδίο ορισµού της είναι το ( )0,
g

A = +∞ . 

Για ( )1 2
, 0,x x ∈ +∞ , είναι 

1 2 1 2 1 2 1 2
( ) ( ) ln ln ln lng x g x x x x x x x= ⇔ − = − ⇔ = ⇔ = , άρα η g  είναι <<1-

1>> και εποµένως η g  είναι αντιστρέψιµη. 
 

Για 0x >  θεωρούµε την εξίσωση (ως προς x ) ( )y g x= . Τότε: 

( ) lny g x y x= ⇔ = − ⇔  

ln ln

ln ln
y

y

y e x

e x

e x

−

−

⇔ − ⋅ = ⇔

⇔ = ⇔

⇔ =  
 

Η ρίζα y
x e

−

=  είναι δεκτή αφού 0
y
e
−

>  και µοναδική για κάθε y R∈ . 
 

Άρα η αντιστροφή της g  είναι η συνάρτηση ( )1
,

x

g x e
− −

= µε x R∈ . 

 

Β 2.  

� Η εξίσωση εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης g  

στο σηµείο της ( )( )1, 1gΑ  είναι 

( ) ( )( )1 1 1y g g x′− = −  

Είναι  

• ( )1 0g =  

• ( )1 1g′ = −  
 

Έτσι    ( ) : 1
A
y xε = − +

 
 

� Η εξίσωση εφαπτοµένης της γραφικής  παράστασης της συνάρτησης 
1
g
−

 στο σηµείο της ( )( )1

0, 0
B x g x

−  είναι 

( ) ( ) ( )( )1 1

0 0 0
y g x g x x x

− − ′
− = − . 

• ( )1

0
,

o
x

g x e
−−

=  

• ( ) ( )1

0

o
x

g x e
−− ′

= −  
 

Έτσι 
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( )

( ) :

o o

o o o

x x

o

x x x

B o

y e e x x

y e x e x eε

− −

− − −

− = − −

= − ⋅ + ⋅ +

 

Για να ταυτίζονται οι ευθείες ( ), ( )
A B
ε ε   πρέπει και αρκεί να υπάρχει 

o
x

 

ώστε   

  

 1 o
x

e
−

− = −  (1) 
 

και 
 

1 o o
x x

o
e x e
− −

= ⋅ +  (2) 
 

Από (1) έχουµε 1 o
x

e
−

=  έτσι η (2) γίνεται 1 1 1 0
o o
x x= ⋅ + ⇔ = . 

 

Συνεπώς, η εξίσωση της εφαπτοµένης στο σηµείο ( )( )1
0, 0B g

−  της 

γραφικής παράστασης της συνάρτησης 1
g
− , είναι η εφαπτοµένη της 

γραφικής παράστασης της συνάρτησης g  στο σηµείο ( )( )1, 1gΑ . 

 

Β 3. Το πεδίο ορισµού της (x) lnx x

h e
−

= − είναι ( )0,
h

A = +∞ . 

Για οποιαδήποτε ( )
1 2
, 0,

h
x x A∈ = +∞  µε 

1 2
x x< .  

 

Έχουµε: 

� ( ) ( )
ln  .

1 2 1 2
ln ln

H x ύ

x x x x

γν α ξ

< ⇒ <      (1), 
 

� 1 2 1 2

1  .

1 2

1

2 1

x

H e ύ
x x x x

x x x x e e e e

πι γν α ξ πι
− − −

Ε Ε
−

− −

< ⇒ − > − ⇒ > ⇒ − < −  (2). 
 

Με πρόσθεση των σχέσεων (1) και (2) έχουµε: 
 

( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 2 1 2
ln ln

x x

x e x e h x h x
− −

− < − ⇒ < , 
 

άρα η h  είναι γνησίως αύξουσα στο ( )0,
h

A = +∞ . 
 

Επίσης  

• ( )
0 0

lim ( ) lim ln
x

x x

h x x e
+ +

−

→ →

= − = −∞  

• 
1

lim ( ) lim ln
x

x x

h x x
e→+∞ →+∞

 
= − = +∞ 

 
 

 

Άρα το σύνολο τιµών της συνεχούς συνάρτησης h  είναι  
 

 
( ) ( ) ( )

.

0

(0, ) lim ( ), lim ( ) ,
h ύ

xx

h h x h x

γν α ξουσα

+
→+∞→

+∞ = = −∞ +∞
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Β 4. Για να είναι η συνάρτηση f  όπου ( )
ln ,

,
x

x x
f x

e x

α

α
−

>
= 

≤
 συνεχής για κάποιο              

          0α >  πρέπει  
 

lim ( ) lim ( ) ( )

lim ln lim ( ) ln

ln 0 ( ) 0

x x

x

x x

f x f x f

x e f e

e h

α α

α

α α

α

α

α α

α α

+ −

+ −

→ →

− −

→ →

−

= = ⇔

⇔ = = ⇔ =

⇔ − = ⇔ =

 

 
 

Τώρα το ( )0 ,

ύ

ώ

σ νολο
τιµ ν

∈ −∞ +∞ , άρα υπάρχει ( )0,

ί

ύ

πεδ ο
ορισµο

α ∈ +∞ και µάλιστα µοναδικό αφού η 

( )h x  γνησίως αύξουσα, ώστε ( ) 0h α = , έτσι αποδείξαµε ότι η f  είναι 

συνεχής για µοναδικό 0α > . 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ 1. Για τον αριθµητή του δοθέντος ορίου: 

Αφού η συνάρτηση f  είναι γνησίως µονότονη ισχύει 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 1 0f f f f≠ ⇔ − ≠  οπότε ο µεγιστοβαθµιος όρος του αριθµητή 

είναι ο ( ) 5
(0) (1)f f x− ⋅ . 

 

Για τον παρανοµαστή του δοθέντος ορίου: 

Αφού η : *f R R→  ισχύει ( ) 0f x ≠  για κάθε x∈ℝ  έτσι ( )1 0f ≠  άρα ο 

µεγιστοβαθµιος όρος στον παρανοµαστή είναι ο 2 2(1)f x⋅  µε ( )2
1 0f >  

 

Έτσι 
( ) 5

2 2

(0) (1) 1
lim

(1) 1x

f f x x

f x x→−∞

− ⋅ + +

= −∞⇔

⋅ + +

  

( ) 5

2 2

(0) (1)
lim

(1)x

f f x

f x→−∞

− ⋅

⇔ = −∞⇔

⋅

 

( ) 3

2

(0) (1)
lim

(1)x

f f
x

f→−∞

−

⇔ ⋅ = −∞  

 

Οπότε αναγκαία 
2

(0) (1)
0

(1)

f f

f

−
> , αφού 3

lim
x

x

→−∞

= −∞  

 

∆ηλαδή (0) (1) 0 (0) (1)f f f f− > ⇔ >  

Έτσι για την γνησίως µονότονη συνάρτηση f  ισχύει ότι: 
 

0 1<  ενώ (0) (1)f f>  
εποµένως προκύπτει ότι η συνάρτηση f  είναι γνησίως φθίνουσα.
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Για την συνάρτηση 3(x) x x

h e= +   έχουµε: 
 

Για τυχαία 
1 2
,x x ∈ℝ   µε 

3 3

1 2 1 2
x x x x< ⇔ <  

              και 1 2

1 2

x x

x x e e< ⇔ <  
 

Οπότε µε πρόσθεση κατά µέλη έχουµε  
 

1 2
3 3

1 2

x x

x e x e+ < + ⇔
1 2

( ) ( )h x h x<  
 

Άρα η συνάρτηση h  είναι γνησίως αύξουσα στο R . 

 
 

Γ 2. Για κάθε x R∈  ισχύει 
 

 3 3( ( )) (0) ( ) (1) ( 2015)xg g x f g x f f x e− ⋅ = ⋅ + +  (1) 
 

Για τυχαία 
1 2
,x x R∈  µε 

1 2
( ) ( )g x g x=  

 

• Παίρνουµε g : 

( ) ( )
1 2

( ) ( )g g x g g x=  

• Επί (0)f− : 

1 2
(0) ( ) (0) ( )f g x f g x− ⋅ = − ⋅  

 

Προσθέτουµε κατά µέλη  
 

1 1 2 2
(g( )) f(0) g(x ) ( ( )) f(0) g(x )g x g g x− ⋅ = − ⋅  

 

λόγω της (1) έχουµε 
 

1 2
3 3

1 2
(1) ( 2015) (1) ( 2015)

x x

f f x e f f x e⋅ + + = ⋅ + +  
 

όµως (1) 0f ≠  άρα 
 

1 2
3 3

1 2
( 2015) ( 2015)

x x

f x e f x e+ + = + +  
 

Τώρα αφού η συνάρτηση f  είναι γνησίως φθίνουσα θα είναι και  <<1–1>> 

οπότε προκύπτει: 
 

1 2
3 3

1 2
2015 2015

x x

x e x e+ + = + +  

1 2
3 3

1 2

x x

x e x e+ = +   

1 2
( ) ( )h x h x=

 

1 2
x x=  

 

Αφού η συνάρτηση h είναι γνησίως αύξουσα, οπότε  και <<1–1>>. 
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Συνεπώς η g  <<1–1>>. 

 
Γ 3. Είναι  

( )

( )

4

4 2 20

2

2

2

1
0

(0)
lim lim

1 1(1) 1
1

x

x x

x f
f x x x

x x
f x x

x f
x x

ηµ ηµ

≠

→−∞ →−∞

  
+   ⋅ +   + = + = ⋅ + +     + +  

  

( )

( )

2
2

2

2

1
0

lim
1 1

1
x

f
xxx

x
f

x x

ηµ

→−∞

 
+ 

= + = +∞ 
 + +
   

 

• Αφού  2
lim
x

x

→−∞

= +∞  

 

• 
( )

( )

( )

( )

2

2

1
0

0
lim 0

1 1 1
1

x

f fx

f
f

x x

→−∞

 
+ 

= > 
 + +
 

 

 

      

αφού  η ( ) 0f x ≠
 
και συνεχής άρα διατηρεί το πρόσηµο της  οπότε το 

πηλίκο δυο οποιοδήποτε τιµών της είναι θετικό . 

• Ακόµη είναι 
2

ηµ
lim 0
x

x

x→−∞

=  διότι  

2

2 2 2

1 ηµ 1      διά 0

1 ηµ 1

x x

x

x x x

− ≤ ≤ ≠

− ≤ ≤

 

και αφού 
2

1
lim 0

xx→−∞

 
± = 

 
 από το κριτήριο παρεµβολής έχουµε 

2

ηµ
lim 0
x

x

x→−∞

= . 
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ΘΕΜΑ ∆ 

∆ 1. Για το 2
3 1 0w w− ⋅ + =  έχουµε 

2

3 4 1∆ = − = −   

έτσι 
1

3

2

i
w

+
=  και 

2

3

2

i
w

−

=  εποµένως οw  είναι 
3 1

2 2
w i= + ⋅  

ισχύει  
 

� 2 3 1 3 1 3

4 4 2 2 2
w i i= − + ⋅ = + ⋅  

� 3 2 1 3 3 1 3 1 3 3

2 2 2 2 4 4 4 4
w w w i i i i i

   
= ⋅ = + ⋅ + = + + − =   

   
 

 

Από την1821 3 607= ⋅  έχουµε 

 

                          
( )

607
1821 3 607 3

w w i i i= = = = −  αφού 607 4 151 3= ⋅ +  

 

Ακόµη 

2

3 1 3 1
1

2 2 2 4
w i

 
= + = + = 

 
 

 

Εναλλακτικά: 
18211821

1 1w i w w= − ⇔ = ⇔ =

 
 

∆ 2. Έστω z x yi= +  µε ,x y R∈  µε 0x y+ ≠  τότε  
 

( )

( )

2 2 2

2 2

2 2

2 2

2 Re 2
0 1 0

2 0

2 1 1

1 1

z x
w

x yz

x y x

x x y

x y

− ⋅ −
+ = ⇔ + = ⇔

+

+ − = ⇔

− + + = ⇔

− + =

 

 

Οπότε γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών z  είναι κύκλος µε 

κέντρο ( )Κ 1,0 ,
 

ακτίνα 1ρ =  και µε µιγαδική εξίσωση 

( )1 0 1 1 1z i z− + = ⇔ − =  εκτός του σηµείου ( ),0,0Ο  (αφού 0z ≠ ). 
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Εναλλακτικά  

Ισχύει 

 ( ) ( )
( )

2Re

2

2Re
0 1 0 0 1

z z z

z zz

w z z z z

z zz

+ =
− +−

+ = ⇔ + = ⇔ ⋅ − − =

⋅

 

Έστω ότι ( )
2

1 1 1 1 ..... 0 2z z z z z z− = ⇔ − = ⇔ ⇔ ⋅ − − =  

Από (1) και (2) έχουµε το ζητούµενο 1 1z − = . 

 
∆ 3.  

α.  Ισχύει 
1

1
i

z u i z
u

+
⋅ = + ⇔ =  (είναι 0u ≠  αφού 1 0i+ ≠ ) έτσι η 1 1z − =      

      γίνεται: 
 

( )

1
1 1

1
1

1

1

i

u

i u

u

i u u

u i u

+
− = ⇔

+ −

= ⇔

+ − = ⇔

− + =

 

-0.5 0.5 1 1.5 2 2.5 3

0.5

1

1.5

x

y

( )A 1,1

( )B 0, 0

 
 

Έτσι η εικόνα του u  κινείται στην µεσοκάθετο του AB  µε 

( ) ( )1,1 , 0,0A B .  
 

Για , ,u x yi x y= + ∈ℝ  έχουµε  
 

( )

( ) ( )

( ) ( )
2 2 2 2

2 2 2 2

1 1

1 1

1 1

2 1 2 1

2 2 2 0 1 0

u i u x y i i x y i

x y i x y i

x y x y

x x y y x y

x y x y

− + = ⇔ + ⋅ − − = + ⋅ ⇔

⇔ − + − ⋅ = + ⋅ ⇔

⇔ − + − = + ⇔

⇔ − + + − + = + ⇔

⇔ − − + = ⇔ + − =

 

β. Είναι  

( ) ( ) ( )

( ) ( )
2

1 1 1 1 1

1 1 1 1 0 1 0

z z u u z u z z u

z u u i u i

ερωτ ∆

− + ⋅ − = − + ⋅ − = − ⋅ + =

= − ⋅ + = ⋅ − − + ⋅ = − − + ⋅
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Το ( )1 0u i− − + ⋅  παριστάνει την απόσταση της εικόνας του µιγαδικού 

u  από το σηµείο ( )1,0Κ − .  

Η εικόνα του u  κινείται στην µεσοκάθετο του AB  µε εξίσωση 

1 0x y+ − = . 

Ο µιγαδικός αριθµός u  του οποίου η εικόνα απέχει την µικρότερη 

απόσταση από το σηµείο ( )1,0Κ −  είναι αυτός που έχει εικόνα το ίχνος 

της κάθετης από το σηµείο Κ προς την ευθεία 1 0x y+ − = .  
 

-1 -0.5 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

-0.5

0.5

1

1.5

2

x

y

Κ( 1, 0)−

 
 

Βρίσκουµε την εξίσωση της ευθείας ζ  που διέρχεται από το σηµείο Κ 

και είναι κάθετη στην ευθεία ε. 

Είναι 
1

1
ζ

ε

λ
λ

= − =  άρα 

( ) ( ) ( ): 0 1 1y y x x y x y xζζ λ
Κ Κ

− = ⋅ − ⇔ − = − − ⇔ = +   
 

Λύνουµε το σύστηµα  
 

1 1 1 1

1 0 1 1 0 2 0 0

y x y x y x y

x y x x x x

= + = + = + =   
⇔ ⇔ ⇔   

+ − = + + − = = =   
 

 

Άρα τέµνονται στο σηµείο ( ) 0,1Λ  και ο ζητούµενος µιγαδικός είναι ο 

0 1u i= + ⋅  και η αντίστοιχη τιµή του z είναι 

1
1 1

i
z i i z i

i

+
⋅ = + ⇔ = = − . 

 

∆ 4. Θεωρούµε την πολυωνυµική συνάρτηση 

( ) ( )( ) ( )1 2 2 2 ,f x x z z x z z= − + − − − − −
 
ορισµένη στο [ ]0,1x∈  

 

Έχουµε:  
 

• ( )0 2 2 2 2 2 2 1 2f z z α α= + − − = − − = − −  
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• ( ) ( )1 2 2 2 2 2f z z β β= − − + = − − = −  
 

Για τον µιγαδικό z  ισχύει 1 1z − =  µε , , , 0z iα β α β β= + ∈ ≠ℝ , 

1α ≠  άρα  

( )
( )

( )

22

2 2

2 2

1 1 0 (3)
1 1

1 1 0 (4)

β α
α β

α β

 − = − >
− + = ⇔ 

− − = >

αφού 1α ≠  και 0β ≠  

 
 

Έτσι από (3) έχουµε 
 

2 2
1 0 1 1 2 2 2 2 0 (1) 0fβ β β β β− > ⇔ < ⇔ < ⇔ < ⇔ − > ⇔ >  

 

Ενώ από την (4) προκύπτει ότι: 
 

( ) ( )
2 2

1 1 0 1 1 1 1α α α− − > ⇔ − < ⇔ − < ⇔

2 1 2 2 1 2 0 (0) 0fα α⇔ − < ⇔ − − < ⇔ <  

 

Συνεπώς για τη συνεχή (ως πολυωνυµική) συνάρτηση f  στο 

[ ]0,1 ισχύει (0) (1) 0f f < . 

Οπότε ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του Θεωρήµατος Bolzano. 
 

Άρα υπάρχει ( )0,1ξ ∈  ώστε  

( ) ( )( ) ( )0 1 2 2 2f z z z zξ ξ ξ= ⇔ − + − − − − − ⇔

2 2 2

1

z z z z

ξ ξ

+ − − − −

⇔ =

−

 

Εναλλακτικά 
 

Έχουµε  

0.5 1 1.5 2 2.5

-1

-0.5

0.5

1

x

y

( )Α z

( )Α z

z z−

  

• 2 2 2 2 2 2 1 2z z α α+ − − = − − = − −  και από το σχήµα 

0 2 1 1 1 1 1α α α< < ⇒ − < − < ⇒ − < ⇒

2 1 2 2 1 2 0 (0) 0fα α⇒ − < ⇒ − − < ⇒ <  
 



Ö
Ñ
Ï
Í
Ô
ÉÓ
Ô
Ç
Ñ
ÉÏ
 
Ì
Å
Ó
Ç
Ó
 
Å
Ê
Ð
/Ó
Ç
Ó
 
Ô
Ï
Õ
Ë
Á
 
Ó
Á
Ñ
Ñ
Ç

Ê
Ï
Ì
Ï
Ô
Ç
Í
Ç

ΟΜΟΣΠΟΝ∆ΙΑ ΕΚΠΑΙ∆ΕΥΤΙΚΩΝ ΦΡΟΝΤΙΣΤΩΝ ΕΛΛΑ∆ΟΣ (Ο.Ε.Φ.Ε.) – ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 

 

ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2015 
Α΄ ΦΑΣΗ 

Ε_3.ΑΜλ3ΘΤ(α) 

 

ΤΑ ΘΕΜΑΤΑ ΠΡΟΟΡΙΖΟΝΤΑΙ ΓΙΑ ΑΠΟΚΛΕΙΣΤΙΚΗ ΧΡΗΣΗ ΤΗΣ ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΑΚΗΣ ΜΟΝΑ∆ΑΣ ΣΕΛΙ∆Α: 11 ΑΠΟ 11 
 

• 2 2 2z z β− − = −  και από το σχήµα
 

1 1 1 2 2 0 2 2 2 0 (1) 0fβ β β β− < < ⇔ < ⇒ − < ⇒ − − > ⇒ >  

Εναλλακτικά : 
 

• 2 1 1 1 1 1 1 2z z z z z z+ − = − + − ≤ − + − = + =  και  

• ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1 2z z z z z z z z− = − − − = − − − ≤ − + − = + =   
 

Το ίσον δεν µπορεί να ισχύει αφού 0,2,1z i≠ ±   

• ( ) ( )0 2 1 2 0f α= − − <  

• ( ) ( )1 2 2 0f β= − − >  

 

Εναλλακτικά : 

Για 0, 1x x≠ ≠   έχουµε  

, ,2 2 2 1 1 1
...

1 1

z iz z z z

x x x x

α β α β α β= + ∈+ − − − − − − −

= ⇔ ⇔ = ⇔

− −

ℝ

  

( ) ( )

( )

1 1 1 1 1

1 1 1 2

x x

x

α α β

α β α

⇔ − − − − − = − ⇔

⇔ − − = + − −

 

• Αν 1 2 1 2β α α β+ − = ⇔ − = −  τότε από την 

2 2

1 1β α+ − = έχουµε 

( )
22 2 2

2 1 4 4 1β β β β β+ − = ⇔ + − + = ⇔  
2

2 4 3 0β β− ⋅ + =  η 

οποία έχει 16 4 2 3 0∆ = − ⋅ ⋅ < άρα είναι αδύνατη,   

• Άρα 1 2 0β α+ − − ≠  έτσι η ( )1 1 1 2xα β α− − = + − −   έχει λύση 

εποµένως η εξίσωση 
2 2 2

1

z z z z

x x

+ − − − −

=

−

 για 0, 1x x≠ ≠  έχει  

πάντα λύση και µάλιστα µοναδική αφού είναι πρωτοβάθµια. 

  


